
General Relativity HW4 Problems 

1. The notion of the tangent space and cotangent space at a point are connected through the 

metric on the space.  This pair is one example of dual spaces, but there are many others.  Here is 

another example of a dual space:  Consider the lattice of points in Թଶ which are at even integer 

coordinate positions, i.e. ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2݊௫, 2݊௬ሻ where ݊௫, ݊௬ are integers. We will call this the 

even lattice ܧଶ.  Now consider a dual lattice ܦଶ which is composed of points such that the 

Euclidean inner product of any lattice vector in ܦଶ with any lattice vector in ܧଶ always gives an 
integer.  Identify the full set of points in this dual lattice.  Note any differences between this dual 

pair and the tangent and cotangent spaces we have encountered. 

 

 

 

 

 

 

 

2. For a 3D space in a particular set of coordinates the metric takes the form ݃ఓఔ ൌ ൭
ܣ 0 0
0 ܤ 0
0 0 ܥ

൱  

Note that we do not use ߟ for the metric unless we are in Minkowski space. More generally we 

will denote the metric by g.   

a)  For a vector in this space with components (1,1,1) determine the components of the 

corresponding dual vector. 

b) For a dual vector with components (1,1,1) determine the components of the corresponding 

vector. 

c) Determine the “dot product” between the vector given in (a) with the dual vector given in 

(b). 

d) Determine the “dot product” between the vector given in (a) and its corresponding dual 

vector. 

e) Determine the “dot product” between the dual vector given in (b) and its corresponding 

vector. 

 

 

 

 



3. Imagine we have a tensor ܺఓజ and a vector ܸఓ with components ܺఓఔ ൌ ቌ

2 0
െ1 0

1 െ1
3 2

െ1 1
െ2 1

0 0
1 െ2

ቍ, 

ܸఓ ൌ ሺെ1, 2, 0, െ2ሻ. In this problem you may assume the Minkowski metric diag(‐1,1,1,1). 

Find the components of: 

a) 	ܺ			ఔ
ఓ

 

b) 	ܺఓ
			ఔ 

c) 	ܺ			
ሺఓఔሻ 

d) ሾܺఓఔሿ 

e) 	ܺ			ఒ
ఒ  

f) ܸఓ ఓܸ 

Note: ሺߥߤሻ means construct భ
మ
ߥߤ ൅ భ

మ
ሿ means construct భߥߤ] while ߤߥ

మ
ߥߤ െ భ

మ
 .ߤߥ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Starting from ߲ሾఓܨఔఒሿ ൌ 0 derive the corresponding Maxwell’s equations in terms of 3‐

component vector quantities ܧሬԦ and ܤሬԦ. 

 


