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Resumen

El método de los elementos finitos (MEF) es una técnica de anélisis numérico que permite la obtencién
de soluciones aproximadas de un amplio rango de problemas de ingenieria. Estos problemas pueden ser
representados matemdticamente por medio de ecuaciones diferenciales y en muy poces casos, es posible
obtener la solucién analitica de las mismas. Las alternativas que se presentan son basicamente dos: considerar
hipétesis simplificativas que eliminen las dificultades y tornen el problema hacia una solucidn analitica
posible; o mantener las complejidades del problema y obtener soluciones numéricas aproximadas haciendo uso
del avance de las computadoras y de los algoritmos numéricos. En este trabajo, se presenta una metodologia
general aplicada a la integracién simbdlica de las matrices de rigidez de elementos cuadrildteros de cuatro y
ocho nodos, en problemas de simetria axial. Esta metodologia permite calcular los elementos de la matriz de
rigidez de forma sencilla, mediante una expresién semi-analftica. Su aplicacién mejora los tiempos de CPU,
en comparacién con la técnica de integracién numérica tipo Gaussiano. El sustituir las subrutinas numéricas
utilizadas en los programas comerciales de elementos finitos por las subrutinas simbdlicas proporcionarsd a los
profesionales e investigadores que trabajan con el método de los elementos finitos una reduccién sustancial
de tiempos de CPU, en cl andlisis de grandes estructuras.

Palabras clave: Elemento cuadrildtero azisimétrico, integracidén semi-analitica, matriz de
rigidez, manipulacién simbdlica.

SEMI-ANALYTICAL INTEGRATION OF FINTE ELEMENTS STIFFNESS MATRICES IN
AXISYMMETRIC PROBLEMS

Summary

The finite element method (MEF) is a numerical analysis technique which provide approximated solutions for
engineering problems. These problems can be represented mathematically through differential equations and,
in a few cases, it is possible to obtain their analytical solution. This work discusses a general methodology
based on the symbolic integration of stiffness matrices of quadrilateral elements having four and eight
nodes in axisymmetric problems. The terms of the stiffness matrix are calculated through a semi analytical
expression, thus leading to a reduction of CPU time, when compared with numerical integration techniques.
The semi analytical subroutines developed herein will help FEM researchers and engineers, by providing
significant reductions of CPU times in the analysis of large models.

Keywords: Quadrilateral azisymmelric finite elements, semi-analytical integration, stiff-
ness matriz, symbolic manipulation.
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INTRODUCCION

En el campo de la ingenieria y las ciencias fisicas, el permanente desarrollo computacio-
nal permite la incorporacién de nuevas tecnologias que mejoren las existentes. El céleulo de
matrices de rigidez y masa en el método de los elementos finitos, ha evolucionado exigien-
do dicha incorporacién. Hasta 1980, en la integracién de matrices de rigidez de elementos
finitos cuadrildteros, no se contaba con metodologias para calcular de forma explicita sus
coeficientes, salvo en casos especificos (rectdngulos y cuadrildteros convexos). Fue Okabe?,
uno de los primeros investigadores que presentd férmulas explicitas de integrales de expre-
siones racionales sobre un elemento cuadrilidtero convexo isoparamétrico de cuatro nodos.
Estas férmulas requieren la evaluacién de productos de la forma ¢(af)n[f(a,3)]/(a™8"),
donde ¢ y f son funciones racionales y m > 0, n > 0. Para los elementos cuadrildteros de
lados rectos, que usualmente se encuentran en las aplicaciones practicas, los pardmetros |«|
y | 8| son pequefios y haciendo que la evaluacién de los términos que contienen logaritmos se
dificulte. Este trabajo no arrojé comparaciones de tiempos. Autores como Babu y Pinter?!,
basados en el trabajo de Okabe, presentaron férmulas de integracién semi-analitica, pa-
ra evaluar integrales sobre elementos cuadrilateros simétricos de lados rectos, inscritos en
un circulo, mejorando la exactitud de los resultados obtenidos con integracién gaussiana.
Por otra parte, Mizukami, trabajé con paralelogramos y presenté férmulas de integracion
analitica para el cdlculo de la matriz de rigidez de este elemento. En este tipo de elemento,
el jacobiano de la transformacién de coordenadas es una funcién constante, lo cual ayudé al
autor a deducir las férmulas presentadas en su trabajo. No se realizé comparacién alguna
de tiempos de CPU. Asi mismo, Rathod!?, generaliza los resultados obtenidos por Babu
y Pinter! y Mizukami’, para presentar férmulas de integracién analitica para un elemento
finito cuadrildtero isoparamétrico de cuatro nodos. Para ello, Rathod se basé en métodos
bésicos de integracién (integracién por partes), transformando todas las integrales invo-
lucradas en el cdlculo de la matriz de rigidez a integrales unidimensionales, que luego son
expresadas como combinacion lineal de cuatro integrales bdsicas. Usando el sistema de 4lge-
bra computacional REDUCE?! desarrollado en 1987, Kikuchi obtuvo férmulas explicitas
para la integracién de la matriz de rigidez del elemento cuadrildtero de cuatro nodos. Este
autor no reporté reducciones en el costo computacional. Yagawa et al'4 hacen una combi-
nacién de métodos analiticos y numéricos para integrar la matriz de rigidez de un elemento
cuadrildtero isoparamétrico de cuatro nodos, en elasticidad plana. Dichos autores, con la
ayuda del sistema de dlgebra computacional REDUCE! expandieron y agruparon conve-
nientemente el integrando. Posteriormente, efectuaron la integracién numérica, logrando
una mejora en los tiempos de cilculo de un 15 % en comparacién a la integracién numérica
Gauss con 4 puntos. Griffiths® presenté una férmula semi-analitica, para el célculo de la
matriz de rigidez de un elemento finito cuadrildtero isoparamétrico de cuatro nodos, en
problemas de elasticidad bidimensional. Este autor clasificé los elementos de la matriz de
rigidez en seis grupos, cada uno de ellos caracterizado por una condicién particular de sus
grados de libertad. La expresidn semi-analitica fue obtenida manipulando simbélicamente
con el software matemético MAPLE? la férmula de integracién de gauss con 4 puntos. Este
autor utilizé la férmula semi-analitica y transformaciones de coordenadas, para calcular las
componentes de la matriz de rigidez. La técnica desarrollada reporté una mejora sustancial
de los tiempos de CPU, en comparacién con la obtenida al usar el método de integracién
numérica Gauss con 4 puntos. Otro trabajo elaborado en esta linea, fue el de Videla et al.12.
Dichos autores presentaron férmulas analiticas para la integracién de la matriz de rigidez de
un elemento cuadrildtero isoparamétrico de cuatro nodos, en problemas de elasticidad pla-
na. Estos autores manipularon simbdlicamente todas las expresiones obtenidas en el cdlculo
de las derivadas parciales de las funciones de forma con respecto a las coordenadas carte-
sianas y obtuvieron formas generales para cada una de ellas. Estas expresiones permitieron
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efectuar la integracién de una manera més sencilla. Los resultados fueron codificados en
Fortran y reportaron una reduccién de un 50 % en los célculos al compararlos con la inte-
gracién numérica (Gauss con dos y tres puntos). Lozada et al.’ generalizaron los resultados
obtenidos por Griffiths, para ser aplicados en la integracién semi-analitica de las matrices
de rigidez de los elementos finitos cuadrildteros de ocho nodos en problemas elasticidad bi-
dimensional, obteniendo mejoras de un 37 % en los tiempos de célculo en comparacion a la
integracién numérica (Gauss con 4 puntos). Videla et al.'® presentaron férmulas explicitas
para la integracién de la matriz de rigidez del elemento finito cuadrildtero de ocho nodos, en
problemas de elasticidad plana. Este autor logré una reduccién en los tiempos de céomputo
de un 50% en comparacién a la integracién numérica. En este trabajo se generalizan los
resultados obtenidos por Griffiths® y Lozada et al® para ser aplicados en la integracion
simbolica del elemento finito cuadrildtero de cuatro y ocho nodos, en problemas de simetria
axial.

FORMULACION

Los sélidos tridimensionales de simetria axial o sélidos de revolucién, pueden ser analiza-
dos como problemas bidimensionales. En este trabajo, se considera el elemento cuadrilitero
de revolucién de cuatro y ocho nodos, con dos grados de libertad por nodo y enumerado en
sentido anti-horario. El elemento, como puede apreciarse en la Figura 1, es un cuadrildtero
que genera un toroide al girar alrededor del eje z.

(5;. Za)

.2
i (ra, za)

Figura 1. Elemento sélido de revolucién (cuadrilétero)

Mediante la transformacién de coordenadas, de la ecuacién (1), el elemento es trans-
formado en un elemento cuadrildtero con lados paralelos a los gjes coordenados, como se
muestra en la Figura 2

b,
P

s

Figura 2. Cambio de coordenadas



348 I. J. Lozada, D.V. Griffiths,M. Cerrolaza

La transformacion de coordenadas que relaciona el plano rz con el plano ¢7 estd dada
por:

n i

r=3 Ni(&mri i z=) Ni{&n) z (1)
i=1 =1

donde n representa el nimero de nodos del elemento y las N; son las funciones que interpolan

los desplazamientos v la geometria del elemento. En este trabajo se consideran las siguientes

funciones de interpolacién para el elemento cuadrildtero de cuatro y ocho nodos.

Cuatro nodos:

1
Np=-

(L) {(1—€) 5 My=-dl—g)(L+€)

[ e

Na==(14+n (1+8 ; Na=-(1+7n) (1-9) (2)

=

4
Ocho nodos:

Ni= (- -nE+n+1); No=—7(1+ 6L =n)(~E+7+1)

Ny= 21+ +m(-E=n+1) Na=-7(1-(1+n)s—7+1)

1 1
N5:§(1—7?)(1—52) : N6:§(1+§)(1—7?2) (3)
1 1
Nr=s(1+n)(1-€) Ne=3(1-8(1-77)
Asf:
Kij:fffBE”DBjdV (4)
27
:f//B;fDBjrdedA 5)
A D
=2r |{ BID B;r dA (6)
i
11
—2n [ [ v BY (6.0) DB (g,n) det Jdgan (7)
e
donde:
s P 1—v v v 0
e [%f B % g, Si=g | @ Q- @ 0
Bi— % %’% 0 %‘%]’D(l-i-l/)(l—zy) v v 1—pu 102 (8)
0 0 g i

J, E'y v denotan el jacobiano de la transformacion, el médulo de Young y el coeficiente de
Poisson, respectivamente.
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De (7) y (8) se tiene:

11
o= Cll C12 !
K 2“f / [ & d ] det g %N (9)
~ =1
Siendo:
=4 N:N; » n
Czljl = o s LT (Z ?”iNi) T | B+ (T;.NJ +Tsz') By + (ZT?}Ni) S;S; B3 (10)
3. rl i=1 s
i=1

.. s n
¢ = ((Z TiNi) 55T + SjNi) B+ (Z 'f'z'Ni) S;T;Es (11)

=1 i=1

. n n
= ((an) SiTs + S@'Nj) Er+ (Z Tz'Ni) T;S; E3 (12)

o=l =1
= (Z T‘iNi) (8:S;E1 + T;T; E3) (13)

=1
donde:
= L ; — - : _ K (1-2v)
_m » Bi=K (1-v) 5 By=Ky EB*_*Q— (14)
dz ON; 8z ON; aN; )
T = (6_778_555377>_detj<8'r) (15)
dr ON;  Or ON;\ _ ON;

81_(797? 3§+5£_8—n> dtj(m,) (16)

Generalmente, la integracién exacta de los términos de la ecuacién (9) es compleja
y los programas de elementos finitos utilizan integracién gaussiana para efectuarlas. Con
integracién gaussiana de orden 2x2, se obtiene la expresién semi-analitica:

- { A3 (151 +B2 82+ E383)+f1 (51 54+ E285+ 3 55)
]

+ AS(EJ_T-l+EQT2+E3T3)+)'2(E1T4+E2T5+53T3)
3A7-f2 3A5-f3
(17)
donde
fi=(r1+73)(24 — 22) — (21 4 23)(ra — r2) — 2(r2zq — r422) (18)
Jo = (22 + 24)(r3 — 11) — (r2 + 74)(23 — 21) — 2(r321 — r123) (19)

Ay =

1)
% (22 ~ 2a)(r1 — 3) + (23 — 21) (73 — 74)]

Las funciones S; y T; dependen del nimero de nodos y de las coordenadas locales.
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GENERACION DE LOS TERMINOS DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

En este desarrollo se considera la clasificacién presentada por Griffiths® para el elemento
de cuatro nodos y la de Lozada et al.’ para el elemento de ocho nodos, ver Tabla I y II.

Grupos | Términos Descripcion
A k11,k02, ka3 kad, kss, Kes, k17, kaa GDL paralelos en el mismo nodo
B k12 k34, kse, krs GDL ortogonales en el mismo nodo
C k13, kss, ks7, k17, ko4, ka6, kes, k2s | GDL paralelos en nodos adyacentes
D kzs, k36, kﬁy, k:g';f, k’45, kﬁg, k:lg, k14 GDL ortogonales en nodos adyacentes
B kis, kar, kog, kag GDL paralelos en nodos opuestos
F k1g, kas, kos, ka7 GDL perpendiculares en nodos opuestos

cuatro nodos

Tabla I. Clasificacién de los términos de la matriz de rigidez del elemento de

GRUPO | TERMINOS DESCRIPCION GRADO DE
ADYACENCIA

A k11,k22, k33 kaa, kss5, ke g, k7,7, keg, GDL paralelos en el 0
ko,9,k10,10, k11,11,K12,12, k13,13, k14,14, | mismo nodo
k15,15,K18,16

B k1,2,k34, ks 6,k7.8, k9,10, k11,12, k13,14, | GDL ortogonales en 0
k15,16 el mismo nodo

C k1,3, ka5, ks,7, k1,7, B9,11: k11,13, k13,15, | GDL paralelos de no- 2
ko185, k2,4, k1,6, k6,8, k2,8, k10,12, k12,14, | dos separados por un
k14,16, k10,16 nodo

D ko3, k36, k6,7, k2,7, k10,11, k11,14, k14,15, | GDL ortogonales de 2
k10,15, ka5, k5,8, k1,8, k1,4, k12,13, k13,16, | nodos separados por
ky 16, ko,12 un nodo

E k15, k9,13, k3,7, k11,15, k2,6, k4,8, k10,14, | GDL paralelos en no- 4
k12,16 dos opuestos

F k16, k9,14, k3,8, k11,16, k2,5, k10,13, k4,7, | GDL  perpendicula- 4
12,15 res en nodos opuestos

G k19, k39, k311, k5,11, k5,13, k7,13, k7,15, | GDL paralelos de no- 1
k1,15, k2,10, k4,10, k4,12, K6,12, k6,14, Kg,14] dos adyacentes
ks,16, k2,16

H k1,10, k3,10, k3,12, k5,12, k5,14, k7,14, k7,16 GDL  perpendicula- 1
k1,16, k2,9, k4,9, ka,11, K6 11, k6,13, kg,13, | res de nodos adya-
kg 15, k2,15 centes

I k1,11, k7,11, k7,9, k5,9, k5,15, k3,15, k3,13, | GDL  paralelos de 3
k1,13, k2,12, ks 12, ks, 10, k6,10, k6,16, nodos separados por
k416, k4,14, k2,14 dos nodos

J k2,11, k8,11, k8,9, k6,9, k6,15, k4,15, k4,13, | GDL paralelos de no- 3

k2,13, k1,12, k7,12, k7,10, K5,10, k5,16, k3,16
k314, k1,14

dos separados
dos nodos

por

ocho nodos

Tabla IL. Clasificacién de los términos de la matriz de rigidez del elemento de
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En la clasificacién anterior se considera la simetria de la matriz de rigidez del elemento
analizado. El elemento de ocho nodos fue clasificado en 10 grupos, considerando la adyacen-
cia entre los grados de libertad (GDL) de los nodos del elemento y una condicién particular
de paralelismo o perpendicularidad entre sus grados de libertad. En la Figura 3, se muestran
las diferentes relaciones de adyacencia del nodo 3, con los otros nodos del elemento y los
grados de libertad en cada nodo.

Figura 3. Grados de libertad en cada nodo y relaciones de adyacencia con el
nodo3

Para generar los elementos de la matriz de rigidez, se utilizan transformaciones de
coordenadas sencillas que no modifiquen la geometria del elemento sino su posicién, como
se muestra en la Tabla III

Nodos | Transformacién ( R)
(r1, 21) (r4, z4)
(r2, 22) (r1, z1)
(73, 23) (ra, 22)
(r4, 24) (r3, z3)

Tabla III. Transformacién de coordenadas

Dado un elemento cualquiera de un grupo (término padre), los elementos restantes de
este pueden ser generados utilizando las funciones S; y T; (funciones generadoras) y trans-
formaciones de coordenadas. Comparando el nimero de operaciones algebraicas realizadas
por las funciones generadoras de cada elemento de un grupo, resulta computacionalmente
més eficiente generar cada grupo con varios elementos padre, debido a que el nimero de

operaciones algebraicas realizadas por las funciones generadoras S; y T; de cada elemento
del grupo varfan.

A continuacién se muestra la forma como se generan los términos de la matriz de rigidez
en cada grupo, utilizando la ecuacién (17) y la transformacién 73.

Elementos de ocho nodos

Grupo A. (Términos padres: k11, k2,2,k0.0 ¥ k10,10)
R R R

k11 ——ker —Skss —kas

R R R

koo — ksg — ke —a4 (20)
R R R

koo —kis,15 — k1313 — k11,11

R R R
k10,10 — k16,16 —— k14,14 — k12,12



352 I. J. Lozada, D.V, Griffiths,M. Cerrolaza

Grupo B.(Términos padres k1.3 ¥ kg,10)
R R R
k1o —krg —kes — ka3

R R R
kp,10 — k15,16 — k1314 — F11,12 (21)

Grupo C.(Términos padres: k1,3, ks8, ko,11 ¥ k10,12 )
R R R
kiz —ki7 —ksr —kas

R R R
kg g — kga — koa — kag (22)
R R R
ko1 —ko15 — k13,15 — k11,13
R R R
k10,12 — k10,16 — k14,16 — k12,14

GI‘UPO D.(Términos padres: k:1=4, kl,g, kg,u y k14’15)
R R R
k14 —ka7 —kss —kse

R R R

kig — kg7 — kas — ka3 (23)
R R R

kg 12 — k10,15 — k13,16 — k11,14
R R R

kia,15 — k12,13 — k10,11 —ko,186

Grupo E.(Términos padres: k15, k2,6, k9,13 ¥ k12,16)

R

kg —kay7

k2.6 = kag (24)
R

kg3 —k11,15

R
k12,16 — k10,14

Grupo F.(Términos padres: k16 ¥ k9,14)
R R R
kig ——ka7 —kas —kss

R R R
ko1a — k12,15 — k10,13 — k11,16 (25)

Grupo G.(Términos padres: k715, k7,13, k2,10 ¥ k6,12)
R R R
k75 ——ks 13 —ka 11 —kig

R R R

kris — ks11 — ksg — k1,15 (26)
R R R

ko,10 — ks 16 —kg,14 —kg12

R R R
kg,12 —ka10 — k2,16 —Fs 14
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Grupo H.(Términos padres kag ks 11 1,10y ks,12)

kag i‘368,15 ﬁ')655,13 i’?&;,n

kg,11 =, ka9 2 ka1s o kg 13 (27)
k110 i’k?,lﬁ —iks,m —R—>k3,12

k5,12 iH’Ca.,m iﬂ’ﬁ,m iﬂf:?,m

Grupo L (Términos padres ki 11, ks9, k212y ks,10)
R R R
k111 —kre —ks15 — k3,13

R R R

ks — k315 — k113 — k711 ;o (28)
R R R

k313 —kg10 — ks,16 — k4,14
R R R

kg, 10 —ka16 — k2,14 —ks 12

Grupo J.(Términos padres k;z’]_l, kg,lg, k‘l,lgy k1,14)

k2,11 i’ka,g —R—>k6,15 i’k4,13
k13 =5 kg1 — keo — ka5 (29)
k1,12 i’!’ﬁ',w i’ks,m Lka,m
k1,14 ik?,u _R“’kS,ID i*793,16

Los términos de la matriz del elemento de cuatro nodos son generados de manera andloga
al caso anterior. Las funciones S1, Sa, S3, S4, Ss, Ss, T1, T, T3, Tu, Ts y T utilizadas en
cada grupo son las que generan los términos padres. Por ejemplo, las funciones que generan
a koo en el elemento de ocho nodos son:

S1 = (1/96) (7"42)2 (7 7142 rsag+rs)
Sz =0

= (1/96) (342)2 (7 r1+2 rsoy + Tg}
8 = (1/96) (T42)2 (4 r1 + T'Sg4)
Ss =0

Se = (1/96)(242)*(4r1 + rsgs) (30)

= (1/2592) (2 ri+7 TS+8 ri+12 r3 74-18 13 1347 r3+6 1} (rotrys)-3 13 (6 ra+ry)+
371y (47342 r3 ra-r2)+6 71 (2 r3-ra (3 r3tra)tra (-3 342 74)))

T2 =0

T3 = (1/2592) (2 (27 214 25 231-29 24) (1142 rsoa+r3)+2 (rs13+5 ra-ro) (21-2 z3) 2442

(-r1-5 r2+r43) (2 z3-21) zo+(2 rs1a+ra+7 2) z‘%+(2 r813+7 r4+73) 23)

{ 1/7776) 749 (12 (7‘1+T%+73+T‘4)+21 71 7542+6 12 74-30 71 73-33 73 T842)

0

(1/2592) (2 (3 rsaa+rsiz) (2 z3 z4 21 z4)+2 (6 m -ra) zg 24+2 22 (21-2 z3) (rs14+73+3

r9)+8 ryn 21 23+(T313+4 r) zz 2 140 Zl -8 z3 T49- 2:4 (rsys+4 r4})

Ty

5
T5

}_3
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En las funciones generadoras, se trabajé con la notacién:
Tij =1 —Tj Zij = 2 — 24

T8y =ri+71; 28 =2+2z Coni,je{l,...4} (31)

La férmula (17) presenta la ventaja que el coeficiente As representa el drea del elemento
finito en estudio, por lo cual es una funcién constante. Ademds si se denota como L;=
filry,. .o ra,z,. . ,2a) ¥y La= fa(ri,. .. 74,21, .. ,24) & los valores que toman las funciones f;
y fo al ser evaluadas en las coordenadas iniciales, entonces al efectuarse rotaciones sobre el
elemento finito en estudio, se tiene que:

Ls Con una rotacién Ly Con una rotacién
fi=<¢ =1Ly Con dos rotaciones y fo=4¢ —Lg Con dos rotaciones
—Lo Con tres rotaciones —Iy Con tres rotaciones

PRECISION DE LOS RESULTADOS

En el analisis de los resultados obtenidos en la integracién de las matrices de rigidez
de elementos finitos cuadrildteros de cuatro y ocho nodos, con integracién semi-analitica
y numérica (Gauss con 4 puntos de integracién) se demuestra que ambas tienen la misma
precision. Los errores cometidos son calculados con la ecuacién (33).

2
> (st - £%)
Error = (32)

donde:

s;; + Términos de la matriz de rigidez obtenida por integracién numérica.
S;EX : Términos de la matriz de rigidez obtenida por integracién simbdlica.

En la Tabla IV, se muestran los errores generados en la integracidn de la matriz de
rigidez del elemento finito de la Figura 4. Los errores generados son pequerios, por lo cual

pueden considerarse despreciables y concluirse que ambas técnicas tienen igual precisién.

N° de nodos | a b Error

10| 10 |0,194703 x 107
4 nodos 10 | 100 | 0,499418 x 10~
10 | 1000 | 0,524022 x 10™°
10| 10 | 0,158075 % 10~ 7
8 nodos 10 | 100 | 0,220665 x 10~
10 | 1000 | 0,232560 x 10~ 7

Tabla IV. Exactitud de los resultados
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Figura 4. Dimensiones del elemento finito

TIEMPOS DE CPU

Para evaluar la reduccién en los tiempos de CPU, se utilizé un procesador HP NXG120
Centrino 1.86 GHZ y de 1 GB RAM. Los tiempos de CPU empleados por la subrutina
simbdlica y numérica (Gauss con 4 puntos de integracién), son dados en las Tabla IV,

N° de nodos | N° de elementos | Numérica (sec) | Simbélica (sec) | Ahorro( %)
10000 2.968E-01 1.406E-01 52.6
4 nodos 100000 3.062 1.280 58.1
1000000 30.46 12.73 58.2
10000 1.671 8.437E-01 49.5
8 nodos 100000 16.04 8.281 48.3
1000000 161.437 82.51 48.8

Tabla V. Tiempos de CPU

La generalizacién de la metodologia desarrollada y aplicada a la integracién semi-analiti-
ca de la matriz de rigidez de elementos finitos cuadriléteros de cuatro y ocho nodos, en
problemas de simetria axial permite una mayor generalidad y velocidad de célculo en com-
paracién a la integracién numérica.

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollé una metodologia general aplicable a la integracion de
matrices de rigidez de cualquier elemento cuadrilétero de cuatro y ocho nodos en problemas
de simetria axial, donde los elementos de la matriz de rigidez son obtenidos mediante
una expresién semi-analitica y transformaciones de coordenadas. Esta técnica logro reducir
sustancialmente los tiempos de cémputo en comparacién a la técnica integraciéon numérica
(Gauss con cuatro puntos de integracién), preservando su precision. Cabe destacar que estos
resultados proporcionarén a los profesionales e investigadores que trabajan con el método
de los elementos finitos una reduccién sustancial de tiempos de CPU en el célculo de la
matriz de rigidez global, la cual generalmente estd constituida por una gran cantidad de
elementos de este tipo.
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